DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. ps 
MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. () L) 


UNIDAD 4. INTEGRAL DEFINIDA. 





IES LA BAHIA 


ACTIVIDADES 





1. Integral definida de una función. 





1. Dada la función f(x) =x? en el intervalo [1, 4], hallar: 


a) Las sumas superior e inferior asociadas a la partición P; = {1,1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4 ) 

b) Idem para la partición P,» = {1, 1.25, 1.5, 1.75, 2, 2.25, 2.5, 2.75, 3, 3.25, 3.5, 3.75, 4 } 

c) ¿Hacia qué valor crees que tienden dichas sumas cuando el número de elementos de la 
partición tiende a infinito? 


2. Aplicando la interpretación geometrica de la integral definida, deducir el valor de 


2 
Í 2x -1 dx 
0 


N 


. Propiedades de la integral definida. 





3. Sin calcular el valor de las integrales, justificar cuál de ellas tiene mayor valor: 


1 1 
I= | x? ax J= f xax 
0 0 


a a 
4. Demostrar que si f es una función par en [-a, a], entonces f f(x) dx = 2f f(x)dx VaeR 
E 0 
a 
5. Demostrar que si f es una función impar en [-a, a], entonces | f(x)dx=0 VaeR 


3. Función integral. Teorema fundamental del cálculo integral. 





6. Hallar la expresión analítica de las siguientes funciones: 





a) F(x)= [2 dt b)F(x)= f men d) F(x)- [sente dt 
2 


7. Demostrar que las funciones integrales F(x) = I T — dt, G(x) = is t ie tienen un 


mínimo relativo en el punto (1, 0). 


8. Calcular L= lím zf cost? dt 
0 


x>0 X 
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4. Cálculo de la integral definida. Regla de Barrow. 


9. Calcular las siguientes integrales definidas: 








e T 1 E 3 
a) | Tiz b) | senx dx o) fe dx d) [*xcos2x dx of kxl dx 
1 X 0 0 0 -3 
J3 E 3 T 1 
of xV1+x? dx g) | *senxcosx dx wf X dx Df l dx Df — ŽŽ dx 
0 0 2 x?-1 o 1+x? 0x?-x-2 


10. Calcular las siguientes integrales aplicando el cambio de variable que se indica en cada caso: 


dx CV vx+1-1=t CV t=1+x? 


)I sil b) I -e 
a) I= | -= = | ———dx 
I vx+1-1 I a|1 4 x2 


11. Dadas las siguientes funciones, calcular las integrales que se indican en cada caso: 





O 
sA si -2<xsS-1 lnx si 0<x<1 l-x si x<0 
0, o h=] FE 
x si -1<x<0 n X sl X sI X2 
2 
mil; G 1 
a) 1= | f(x) dx b) T= |? g(x) dx o) I= | hœ) ax 
—2 1 —1 


12. Dada la función f(x)- ax“ +b , hallar los valores de las letras a y b sabiendo que la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x= 3 vale-12 y que la 
integral definida de f en el intervalo [0, 6] es igual a 6. 


13. Dada la función f(x) = ax? + bx? +cx +d , hallar los valores de las letras a, b, c, d 
sabiendo que tiene un máximo relativo en el punto de abscisa x = 1, que (0, 0) es su punto de 
inflexión y que la integral definida de f en el intervalo [0, 1] es igual a 5/4. 


5. Teorema del valor medio para integrales. 





14. Para cada una de las siguientes funciones, hallar su valor medio en el intervalo que se 
indica y luego deducir el valor c del interior del intervalo cuya existencia afirma el teorema del 
valor medio para integrales: 


X 


y1 +x2 





a) f(x) = 3x2 en [-4,-1] b) f&)= en [0, 1] c) f(x) =|cosx| en [-1, 1] 


6. Area del recinto donde interviene una sola función. 





15. Para cada una de las siguientes curvas, hallar el área de la región del plano limitada por 
su gráfica y el eje de abscisas: 


a) f(x) = x? — 3x b) f(x) =x?-5x +4 c) f(x) =x?-4x+3 


d) f(x) = x? — 6x? + 8x e) f(x) =x -(x-3)? f) f(x) = x? — 4x? + 3x 
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16. Calcular el área de la zona limitada por la gráfica de f(x) =x - bc - 2) y el eje de abscisas. 


17. Hallar el valor de la letra a para que el área de la región limitada entre el eje de abscisas y 


2 


la curva f(x) =a—x” sea igual a 36. 


18. Hallar el área de la zona limitada por la gráfica de f(x) =x? -3x +2, el eje de abscisas y 
las rectas verticales x = 0, x= 3. 


19. Calcular el área de la zona limitada por la gráfica de f(x) = In(x +3), el eje OX y las rectas 
verticales x=0,x=l. 


20. Calcular el área del recinto limitado por la función f(x) = cosx, el eje de abscisas y las rectas 
. T 3T 
verticales x=—,x=T—. 
2 2 
21. Hallar el área comprendida entre la curva f(x)=lnx y el eje de abscisas desde su punto de 
corte con el mismo hasta el punto de abscisa x = e. 


22. Para cada una de las siguientes funciones, hallar el área encerrada por su gráfica y el eje 
de abscisas en los intervalos que se indican: 


ie. Dias cime LU $ === 
SCE 


5, 7 
(+DG +3) 1+x? 5x+4 Fhile] 





23. Para cada una de las siguientes funciones, hallar el área encerrada por su gráfica y el eje 
de abscisas entre las rectas verticales x= 0, x=: 


a) f(x) = senx b) f(x) = cosx c) f(x) = se| 3) 


24. a) Hallar el área del recinto limitado por la función f(x) = cosx, el eje de abscisas y las rectas 
verticales x = 0, x= 27. 


2T 
b) Hallar I= f cosxdx y comparar el resultado con el obtenido en el apartado anterior. 
0 


25. Para cada una de las siguientes funciones, hallar el área encerrada por su gráfica y el eje 
de abscisas en los intervalos que se indican: 


—-lrcosx si x<0 2-x si 0<x<1 
a) f(x) = 2x si 0<x<1 en [-x, 2] b) f(x) = 1 si 1<x<2 en [0,3] 
2er! si x21 (x-1) si 2<x<3 
2 
== si x<-1 
9 f)=] X en [—2, 2] d) rofs SES 
1+x? si x>-1 -1 si x20 
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26. Calcular el área del recinto limitado por f(x) = x? — 2fxl +2, el eje de abscisas y las rectas 


verticales x=-1,x=l. 


27. Dada la función f(x) =e* + 4e* 

a) Hallar los intervalos de monotonía y los extremos relativos y realizar un esbozo de su 
gráfica. 

b) Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de f, el eje OX y las rectas x = 0, x = 2. 


28. Dada la función f(x) =x%e* 
a) Hallar los intervalos de monotonía y los extremos relativos y representar su gráfica. 
b) Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de f, el eje OX y las rectas x = —5, x = 0. 


29. Hallar el área de la zona comprendida entre la curva y = el eje de abscisas y las 


9+2x? ” 
rectas verticales que pasan por sus puntos de inflexión. 





š ; 4 : ; 
30. Hallar el área de la zona comprendida entre la curva y = a el eje de abscisas y las 
+ 


> 
x2 


rectas verticales que pasan por su mínimo y su máximo relativos, respectivamente. 


7. Area del recinto donde intervienen dos o más funciones. 





31. Hallar el área de la zona comprendida entre las gráficas de f(x) =1+1nx, g(x) = E y las 
x 


rectas verticales x = 1, x = 2. 


32. Hallar el área de la región del plano comprendida entre las gráficas de y =ln(x +1), y=x 
y la recta vertical x = 1. 


33. Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las funciones f(x) =x?, g(x) == y 


la recta vertical x = 2. 


34. Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las funciones f(x) =2x-—x?, 


e(x)=e* y las rectas verticales x = 0, x = 2. 

35. Hallar el área de la zona limitada por las curvas f(x) =eX*1, g(x)=e!% y por el eje OY. 
36. Hallar el área limitada por la curva y =e*, su recta tangente en x= 1 y el eje OY. 

37. Hallar el área limitada por la curva y = x? +1, su recta tangente en x= 1 y el eje OY. 


38. Calcular el área limitada por la curva y=x”*-—2x*+x y su recta tangente en (0, 0). 
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39. Hallar el área de la región del plano comprendida entre las curvas: 





a) y=x?, y=x* b) y=4x-x?, y=x?*+2x Cc) y=3-2x-x?, y=3 
2 2 la 2 15 
d) y=x*-4, y=3x e) y=x*%-1, y==x*%+1 f y=x*-1, y= 
3 1+x? 
g) y=x?, y =Wx h) y =x*-4x?, y=x? -4 i) y=2x-x?, y=x?(x-2) 
D y=k-1l, y=2 k) y =2-x?, y =kx] Dy=x, y =xkx] 


40. Hallar el valor de la letra à sabiendo que à >0 y que el área de la región comprendida 


2 


entre la curva y =x“ yla recta g(xg)-Ax es igual a 9/2 u?. 


41. Hallar el valor de la letra A sabiendo que à 2 0 y que el área de la región comprendida 


2 


entre la curva f(x)=x? y la recta g(x)=1Wx es igual a 1/3 ua. 


42. Hallar el valor de la letra B sabiendo que B>0 y que el área del recinto limitado por las 


gráficas de las funciones f(x) =x?, g(x) = 28? —x? es igual a 72 u?. 


43. Hallar el valor de la letra B sabiendo que B>0 y que el área del recinto limitado por las 
2 
curvas de ecuaciones y = TR y =yBx, es igual a 3 u?. 


B 


44. Hallar el área del recinto limitado por las curvas y=x?*, y=2-x y el eje OX. 


45. Hallar el área del recinto limitado por las curvas y=x?, y =2x-1 y el eje OX. 
46. Hallar el área limitada por las curvas y =lnx,y=3 y los ejes de coordenadas. 


47. Hallar el área del recinto limitado por la gráfica de la función f(x) =senx y las rectas 
tangentes a dicha gráfica en los puntos de abscisa x=0,x=T. 


48. Hallar el área del recinto limitado por la gráfica de la función f(x) =x*+1, su recta normal 
en x= 1 y los ejes de coordenadas. 


49. Hallar el área del recinto comprendido entre las curvas y =x, y=x, y =8x 


50. Dada la función f(x) =x? + 2x +2, hallar el área limitada por su gráfica, la recta tangente 
en el punto donde f tiene un extremo relativo y la recta tangente a f de pendiente 6. 


51. Dada la región del plano comprendida entre las curvas y =e*%, y=e* y las rectas 
verticales x = 0, x =k. 
a) Hallar su área para k = 1. b) Deducir el valor de la letra k para que dicho área valga 2 u?. 
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8. Volumen de un cuerpo de revolución. 


52. La curva y = y el eje de abscisas entre x = 0, x = 4, limitan un recinto R. 
Xx+ 


a) Calcular el área de R. 
b) Calcular el volumen del cuerpo generado por R al dar una vuelta alrededor del eje OX. 


53. Calcular el volumen del cuerpo de revolución que engendra el recinto limitado por la curva 
f(x) =x(x-1) y el eje de abscisas, al girar alrededor del mismo. 


54. Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX el recinto plano limitado por 
las gráficas de y =2x-x?, y=2-x 


55. Calcular el volumen engendrado al girar 360” del eje OX el recinto plano limitado por las 
2 
gráficas de y = J EX 
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SOLUCIONES 





1. a) S¿ = 24,875, I =17,375; b) S¡9 = 22,91, lə =19,17; c) Hacia 21 


2. Al ser f(x) =[2x —1| una función no negativa en [0, 2], dicha integral es igual al área de la 


región limitada por la gráfica y el eje OX en [0, 2], y este área es igual a 5/2. 


3. 
4. 


5. 


O) 


9. 


10 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 
17. 
18. 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 


24 


J>Iya que x>x? Yx € [0,1] 

















ajA=2u?%b)I=0 
. a) A = 2 u?; b) A = 2 u?; c)A=2 u? 
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2 3 
a) FO) =>: b) F(x) = -1 + senx ; c) FGo) =arctgx- 5; dros e e 
.L=0 
T-2 T 1 1. [83 . mr. m2 

1; b) 2; c) ee-1; d) — ; e) 9; ; ;h) =l i y 

a) 1; b) 2; c) e E Erro FEKI ji Z: a 

a) 1=2+1m25 b) 1= 202 

A o y ON, essú 

2 2e 

a = —2, b = 25 

a=-1,b=0,c=3,d=0 

a) f(c)=21, e=-V7; b) f(c)=42-1; c= a ;c) ss e= arccos Z) (hay más) 

T T 

a) 9/2 u?; b) 9/2 u?; c) 4/3 us; d) 8 u?; e) 27/4 u?; f) 37/12 u? 

A = 4/3 u2 

a=9 

A = 11/6 ua 

A=ln Bi —1 u 

27 

A = 2 u? 

A=1u2 

DA=zIn[3) A E SA 


25 


26. a) A=1+2e-1u?; b) A = 29/6 u?; c) A = 6+ln4 us; d) A = (e -1)/2e u2 


27. a) Decreciente en (—o, ln2), creciente en (In2, +œ), mínimo local en el punto (In2, 4); 


b) 


. A = 4/3 u2 


A =e? +3-4/e? u? 


28. a) Decreciente en (2, 0), creciente en (—o, 2) U (0, +œ), máximo local en el pto. (—2, 4/e?); 


b) 


29 


30 
31 


32 


33 


34 


35 


36 


37 
38 


7/4 u2 





2/27 3 
9 u 


. A= 


. A = 4In2 u2 
. A=1n2 u2 


Ae oe 
2 
CI u2 
3 
. A=e2-7/3 u3 
Áise oig u2 
e 
SA | u2 
2 


. A = 1/3 u2 
. A = 4/3 u2 


39. a) 1/12 u?; b) 1/3 u?; c) 4/3 u?; d) 125/6 u2; e) 8v3 u?; f) 30arctg2 — 4/3 u?; g) 1/3 u?; h) 8 u?; 
1) 44/15 u?; J) 4 u?; k) 7/3 u?; 1) 1/3 u? 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


46. 


47. 


48 


. à =3 

. à =1 

.B=8 

.B=8 

. A = 5/6 u? 

. A = 1/12 u? 
A= —1 u? 
a T9 u2 

4 
. A = 16/3 u2 


Germán Leal Gallo © IES La Bahía. San Fernando (Cádiz) 


49. As 8/2 u? 
50. A = 9/4 u? 


2 
E Y Ca. 





—e us; b) k = ln3 


52. a) A = 4ln2 u?; b) V = 27 u8 
53. V=1/30 ul 
54. V=1/5 uë 


55. V =1287/15 u? 
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